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Defini¢ o

Fat Propri

Algoritmo para o C alculo da Matri

Conhecimento da Matriz sa e a Res! &0 de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Definicao de Matriz Inversa

Uma matriz quadrada A = [ajj]nxn € invertivel ou n&o singular , se existe uma matriz quadrada
B = [bj]nxn tal que
AB = BA = I,

em que |, denota a matriz unidade de ordem n. A matriz B € chamada de inversa de A. Se A nédo tem
inversa, dizemos que A é néo invertivel ou singular .

Exemplo. Considere as seguintes matrizes:

-2 1 -1/2 1/6
A= e B =
0 3 0 1/3

A matriz B € a inversa de A, pois AB = BA = I.
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Defini¢ ao

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matri

Conhecimento da Matriz sa e a Resolug &0 de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Unicidade da Inversa

Teorema

Se uma matriz A = [ajj]nxn POSSUI inversa, entdo a inversa é (nica.

Demonstrag &o. Suponhamos que B e C sejam inversas de A. Entéo,
AB =BA =1, e AC =CA =1I,.

Assim,
B = Bl, = B(AC) = (BA)C =I,C =C.

Observag d0. A inversa de A, quando existe, & denotada por A~*. Aqui, o indice superior —1 nao tem
significado de poténcia, tdo pouco de divisao!
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Defini¢ &o

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conhecimento da Matriz Inversa e a Resolu¢  &o de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Quatro Propriedades

Teorema

(a) Se A = [aj]nxn € invertivel, entdo A~ também o é e
A=A
(b) Se A = [aj]nxn € B = [bjj]nxn S&0 matrizes invertiveis, entdo AB & invertivel e
(AB)"! =B tA~t;
(c) Se A = [aj]nxn € invertivel, entdo AT também & invertivel e
(AT)—l _ (A_I)T;

(d) Sejam A = [aj]nxn € B = [bjj]nxn- Entdo AB = I, implica BA = I,.

Observag 0. Lembre-se que o produto de matrizes, em geral, ndo € comutativo: AB # BA.
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Defini¢ &o

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conhecimento da Matriz Inversa e a Resolu¢  &o de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Caracterizacao

O seguinte teorema caracteriza as matrizes invertiveis:

Teorema

Seja A = [aj]nxn- As seguintes afirmacdes séo equivalentes:
(i) A matriz A é invertivel.
(if) Existe uma matriz B = [bjj]nxn tal que BA = Iy.

(iii) A matriz A é equivalente por linhas a matriz unidade I,.

Uma conseqiiéncia imediata desse resultado é o seguinte:

Teorema (Equivaléncia a Matriz Unidade)

Uma matriz A = [ajj]nxn € invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a matriz unidade In.

Isso significa que se A é invertivel, através de um escalonamento (operacdes elementares) é possivel
transforméa-la na matriz unidade.
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: Defini¢ &o
Matriz Inversa

ao de Sistemas Lineares

Algoritmo para o Céalculo da Matriz Inversa

. a b -
Dada a matriz A = { q } , queremos calcular A~ quando existir.
c

Y } tal que AB = I3:
w

a b X y |10
c d z W o o1 |
Fazendo a multiplicag@o matricial mostrada no lado esquerdo da igualdade, acabamos com as seguintes

igualdades:

N ) X
Estamos a procura de uma matriz B = {

cx +dz =0 cy +dw =1
Caimos assim em dois sistemas lineares, cujas incognitas séo x, y, z, w. Suas matrizes aumentadas sao,
respectivamente,

M; =
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- Defini¢c do
Matriz Inversa
Fats Propried

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa
Conhecimento da Matriz sa e a Resolugc  &@o de Sistemas Lineares

Como o lado esquerdo de M; e M, sdo iguais, vamos junta-las em uma (nica matriz aumentada M,
de modo entéo que fazer os escalonamento dessa nova matriz corresponde a fazer o escalonamento
simultaneo de M; e M,. A saber,

a b | 1 0

c d | 0 1
Escalonando a matriz M, chegaremos a solucéo do sistema quando o lado esquerdo for igual a matriz
unidade; quando isso ocorre, do lado direito aparece a solugéo do sistema, que é A~

[Alln] escalonamento {lnlAil] .
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Defini¢c do

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conl nento da Matriz Invers ¢ é e Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo Detalhado 1

Calcule ainversa de A =

Solug do. Pela discussao acima, devemos escalonar a matriz
3 7 | 1 0
{ 2 5 | 01 } '
Faca a operacao elementar Ly — L; — Lp; isso nos leva a
12 | 1 -1
[ 2 5 | 0 1 } '
Agora faca L, — L, — 2L;, de modo que temos
12 | 1 -1
{ 01 | -2 3 ] '
Por fim, para que o lado esquerdo seja igual a matriz unidade, faga L; — L; — 2L,, levando-nos a
10 | 5 -7
{ 01 | -2 3 ] '

5 -7
Portanto, A" = )
-2 3
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Defini¢c do

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conl nento da Matriz Invers ¢ é e Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo Detalhado 2

1 1 2 | 1 0 0
2 3 4 ] 0 1 0
1 -2 1 | 0 0 1

1 1 2 | 1 0 0
0 1 0 | -2 1 0
0 -3 -1 | -1 0 1

Facal; — L; — Ly e L3 — Lz + 3Ly, que resulta em

10 2 | 3 -1
o1 0 | -2 1
0 0 -1 | -7 3

Docente: F abio Cop Ferreira e William R. P. Conti



- Defini¢c do
Matriz Inversa
Fatos e Propriedades da Inversa
Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conl nento da Matriz | stemas Lineares

Exemplo Detalhado 2

Agora, fazendo L3 — — L3, temos

1 0 2 3 -1 0

0 1 0 -2 1 0

0 0 1 7 -3 -1
Por fim, fazendo L; — L; — 2L3, chegamos a

1 0 0 | -11 5 2

0o 1 0 | -2 1 0

0o 0 1 | 7 -3 -1

—11 5 2
Portanto, ap0s todo o processo de escalonamento, concluimos que ATl = -2 1 0
7 -3 -1
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Defini¢c do

Fatos e Propriedades da Inversa

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conl nento da Matriz Invers ¢ é e Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo Detalhado 3

Calcule ainversa de A = 1
0

[N

Solug 0. Devemos escalonar a matriz

1 2 3 | 1 0
1 1 2 | 1
0o 1 1 |
Facal, — L, — Ly, de maneira que
1 2 3 | 1 0 O
o -1 -1 | -1 1 o0
0 1 1 | 0 0o 1
Fazendo L, —+ — L,, temos
1 2 3 | 1 0 0
o 1 1 | 1 -1 0
o 1 1 | O 0 1
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Fats Propried
Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conhecimento da Matriz sa e a Resolug  &o de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo Detalhado 3

Agora, fazendo L3 — L3 — L,, caimos em

1 2 3 1 0 0
01 1 | 1 -1 0
0 0 0 -1 1 1

Note que todas as entradas da Gltima linha do lado esquerdo foram anuladas... O lado esquerdo da matriz
nao pode ser transformado (por operagdes elementares) na matriz unidade, ou, a matriz A ndo é
equivalente por linhas & matriz unidade. Nesse caso, pelo Teorema “Equivaléncia & Matriz Unidade”, A~*

nao existe.

Observag do. A Gltima linha da matriz aumentada nos mostra uma incoeréncia: para algum dos sistemas

lineares por ela representados, tem-se que
Ox +0y + 0z = —1.

Trata-se, portanto, de um sistema impossivel.
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Matriz Inversa

alculo da Matriz Inv
Conhecimento da Matnz Inversa e a Resolug 4o de Sistemas Lineares

Conhecimento da Matriz Inversa e a Resolucao de Sistemas Lineares

Se um sistema linear AX = B tem o nimero de equac¢des igual ao nimero de incognitas (em outras
palavras, A & uma matriz quadrada n x n com X, B matrizes n x 1), entdo o conhecimento da inversa da
matriz do sistema, A~%, reduz o problema de resolver o sistema a simplesmente fazer um produto de
matrizes, como diz o seguinte teorema:

Teorema (Resolucéo SEL)

Seja A uma matriz n x n.
(a) O sistema associado AX = B tem solugéo Unica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso a
solucdo é X = A~1B;

(b) O sistema homogéneo AX = O, onde O denota a matriz zero, tem solugdo néo trivial se, e somente
se, A é singular (ndo invertivel).

Note que, se A é invertivel, entdo podemos multiplicar o lado esquerdo de AX = B por A~%, resultando em

AlAX=A"B = (A 'AX=AT"B = ILXxX=A"'B = x=A'B
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Defini¢ ao

Fa Propr

Algoritmo para o

Conhecimento da Matriz Inversa ea Resolug: o de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo de Aplicagcédo do Teorema

-1 3 5
Resolva o sistema AX = B onde A = e B= .
4 -2 3
Solug do. Pelo Teorema “Equivaléncia a Matriz Unidade”, uma matriz € invertivel se, e somente se, ela é
equivalente por linhas a matriz unidade. A fim de mostrar que A € invertivel, devemos entdo proceder com

o escalonamento da matriz

-1 3 | 10
4 -2 | o0 1

Faca a operacao elementar Ly — — L;; isso nos leva a

1 -3 | -1 0
|4 —2 | o 1|
Facal, — L, — 4L, obtendo-se
(1 -3 | -1 0]
0 10 | 4 ]
Agora faga L, — & L,; assim
1 -3 | -1 o0
0 1 | % %

Docente: F abio Cop Ferreira e William R. P. Conti



Defini¢ ao

Fatos e Propri

Algoritmo para o C alculo da Matriz Inversa

Conhecimento da Matriz Inversa e a Resolug &0 de Sistemas Lineares

Matriz Inversa

Exemplo de Aplicagcédo do Teorema

Por fim, para que o lado esquerdo seja igual a matriz unidade, faca L; — L; + 3L, levando-nos a

2
1O‘E1o

4 1
0 1 | % 1

Portanto A & invertivel.
Segue do Teorema “Resolugdo SEL” que o sistema AX = B tem uma Unica solugéo, a qual & dada por

X = AlB
1[2 3 5] 1 10
0|4 1 3| 10| 23 |’

ouainda, x; = B ex, = 2.
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Defini¢ &0
Determinantes

o Determinante

Definicdo de Determinante

Denotaremos por det(A) o determinante da matriz A. Vamos a sua defini¢céo, que & um tanto
elaborada. Seja A = [a;]nxn. Entdo:

(i) Sen =1, tem-se que A = [a;11], e neste caso define-se det(A) = aj1;

N a a )
(i) Sen =2, tem-se que A = |: 1 12 } , € neste caso define-se det(A) = ajjaz — azaz;

A1 Az
a;; a2 a3z - ain
A1 A2 As -+ A
(i) Sen > 2,tem-se que A = , € neste caso define-se
An1  An2 aApz - ann
det(A) = a det(Ai1) — aip det(Arz) + agg det(Asz) — - - - + (—1)""ay, det(An)
n
= (=1 det(Ay), &)
j=1

onde A; é a matriz obtida de A pela eliminagéo da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Essa Gltima

expressdo é chamada de desenvolvimento em cofatores em termosdal @ linha.
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Determinantes
eterminante

Definicdo de Determinante

A expressao (1) nos diz que para o calculo do determinante de uma matriz n x n precisamos calcular
n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1), ou seja, o tamanho das matrizes envolvidas no calculo
baixou de 1 unidade. Assim sendo, com o uso recursivo de (1) podemos ir baixando o tamanho das
matrizes até chegarmos em matrizes 3 x 3, ou até mesmo matrizes 2 x 2, cujo determinante sabemos
calcular facilmente (veja item (ii) acima).

Observag do. Em (1) aparecem os elementos da primeira linha da matriz A, mas, na verdade, o det(A)
pode ser escrito em termos de qualquer outra linha de A: escolha uma linha i qualquer dessa matriz; entdo

det(A) = Xn:(—l)‘“'a” det(A;).
j=1
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Definig &

Determinantes
o do Determinante

1 2
Exemplo 1. det |: 3 4 } =14-23=-2.

Exemplo 2.
! ! 2 3 4 2 2 3
det | 2 3 4 = l.det{ } 71.det|: +2.det{ }
-2 1 1 1 -2
1 -2 1

= 1.(31-4.(-2)—1.(21—41)+2.(2.(—2) — 3.1)
= 11+2-14=-1

Observag 8o. Para matrizes 3 x 3, e somente para elas , existe a “regra de Sarrus”: sendo

a;; a2 a3
A= a1  adxp Az s
az; Az ass
ela diz que
det(A) = (a118@22833 + az1832813 + az1812823) — (Ar3822831 + 823832811 + 833812821)-

Para o exemplo 2, det(A) = (1.3.1 + 2.(—2).2 + 1.1.4) — (2.3.1 + 4.(—-2).1 + 1.1.2) = —1.
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Determinantes Propriedades do Determinante
Du m o Uso do Determinante

Propriedades 1

Teorema

Sejam A, B matrizes n x n.
(a) Se A possui duas linhas iguais, entéo det(A) = 0;

(b) O determinante do produto de A por B & igual ao produto dos seus determinantes:
det(AB) = det(A) det(B);

(c) Os determinantes de A e de sua transposta A" séo iguais: det(A) = det(AT).

Observac 0. Como o determinante de uma matriz & igual ao determinante da sua transposta, segundo o
item (c) acima, segue que todas as propriedades que se referem a linhas séo validas com relagdo a
colunas. Disso resulta que o desenvolvimento do determinante por cofatores também pode ser feito
fixando-se uma coluna de A.
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Defini
Determinantes Propriedades do Determinante
Duas m o U o Determinante

Exemplo de Aplicagcédo do Teorema

Seja A = [aj]nxn. Mostre que se A & invertivel, entdo det(A™") = R

Solug 0. Como A € invertivel, entdo AA"L =1,. Aplicando-se o determinante em ambos os lados dessa
igualdade e evocando o item (b) do Gltimo teorema, segue que

det(AA™1) = det(A) det(A™?) = det(ln).
Como det(ly) = 1 (justificativa logo abaixo), segue o resultado enunciado.
Para mostrar que det(l,) = 1, basta utilizarmos a expansao em cofatores recursivamente, baixando a
ordem das matrizes envolvidas até obtermos matrizes 2 x 2:
det(l,) = 1l.det(ln—1)
= 1.1.det(l,_2)
= 1.1.1.det(l,_3)

= 1.1.1.1...1.det(l)=1.
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Determinantes Propriedades do Determinante
Dua m o Uso do Determinante

Propriedades 2

Partindo da definicdo de determinante é possivel mostrar que o determinante de uma matriz
triangular & o produto dos elementos da diagonal principal. Adicionalmente a isso, existe um resultado que
diz que toda matriz pode ser escalonada até uma matriz triangular. Entdo, dada uma matriz A, podemos
escalona-la até ela virar uma matriz triangular T, cujo determinante sabemos calcular. Pergunta: como
relacionar o det(T) com o det(A)? A resposta vem com o proximo teorema, que mostra como varia o
determinante de uma matriz quando se aplica operacGes elementares sobre suas linhas:

Teorema

Sejam A, B matrizes n x n.
(a) Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entdo det(B) = « det(A);
(b) Se B resulta de A pela troca da posi¢éo de duas linhas k # |, entdo det(B) = — det(A);

(c) Se B é obtida de A substituindo-se a linha | por ela somada a um muiltiplo escalar de uma linha k,
k # 1, entdo det(B) = det(A).
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Determinantes

Exemplo Detalhado

om o Uso do Determinante

1 1
Obtenha o determinante da matriz A = 2 3
1 -2
triangular.
Solug do. Fazendo L, — L, — 2L, temos
1 1 2
A= 0 1 o |, com
1 -2 1
Em seguida, fazendo L3 — L3 — L3, temos
1 1 2
A= 0 1 0 R com
0o -3 -1

transformando-a em uma matriz

det(A1) = det(A).

det(Az) = det(A;) = det(A).
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Defini¢ do
Determinantes Propriedades do Determinante
Du m o U o Determinante

Exemplo Detalhado

Por fim, fazendo L3 — L3z + 3L,, temos

1 1 2
Az=1]10 1 O s com det(A3) = det(Az) = det(A).
0 0 -1

Como Az é uma matriz triangular, seu determinante é simplesmente a multiplicagdo dos elementos da
diagonal principal, ou seja,
det(Az) = 1.1.(—1) = —1.

Assim sendo, conclui-se que det(A) = —1 (como ja haviamos calculado!).
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Determinantes opried Determinante
Duas Caracteriza¢ 6es com o Uso do Determinante

Caracterizacao

O teorema abaixo enunciado caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis e os
sistemas lineares homogéneos que possuem solucdo nao trivial.

Teorema

Seja A uma matriz n x n.

(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogéneo AX = O tem solugéo nao trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Pelo item (a) do Teorema “Resolugéo SEL" e pelo item (a) acima, segue o seguinte resultado:

Corolario

O sistema associado AX = B tem solug&o Gnica se, e somente se, det(A) # 0. Neste caso a solucéo é
X =A"!B.
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Determinantes Propri terminar
Duas Caracteriza¢ 6es com o Uso do Determinante

Exemplo 1 de Aplicacdo do Teorema

2 2 2
Considere a matriz A = 0 2 0
0o 1 3
(i) Determinar os valores de A € R tais que existe X = | vy # O que satisfaz AX = AX.
z
X
(i) Para cada um dos valores de X encontrados no item anterior, determinar todos X = | y | tais

que AX = AX.

Solug &o. (i) Sendo I3 0 elemento neutro do produto, temos que
AX = XX & AX = AgX.
Subtraindo AIzX de ambos os lados, obtemos
AX — AlsX =0 PN (A= Alz)X = 0.

Agora, segundo o Gltimo teorema enunciado, esse sistema homogéneo tem solugéo nao trivial (X # O)
se, e somente se, det(A — Al3) = 0.

Docente: F abio Cop Ferreira e William R. P. Conti



Defini¢ &0
Determinantes Propri termir

Duas Caracteriza¢ 6es com o Uso do Determinante

Dado que
2—A 2 2
det(A — Al3) = det 0 2-2A 0 =—(A—2>*(\ —23),
0 1 3—AX
temos que det(A — Alg) = 0 se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Concluimos assim que somente para
X
A =2e )\ = 3existem vetores X = y # O tais que AX = AX.
z
(i) Para A = 2 temos
o 2 2 0
(A—2)X =0 & 0 0 0 y =10 & {2y+22:0 ,
y+z=0
0o 1 1 z 0
X el
que tem por solugéo o conjunto dos X = | y = —p |.coma, B €R.
z B
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Determinantes o Determinante

Duas Caracteriza¢ 6es com o Uso do Determinante

Para A = 3 temos

1 2 2 X [ o —X+2y4+22=0
(A-3BI3)X=0 <& 0 -1 0 y |=1]0 & -y=0 )
0 1 0 z 0 y=0
2y |
que tem por solugéo o conjunto dos X = y = 0 ,com~y € R.
z v

Nota. Seja A uma matriz n x n. Um nimero X & chamado autovalor de A se existe um vetor ndo nulo
X1
X2

X = ) de R" tal que

Xn
AX = AX. 2)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (2) € chamado de autovetor de A.
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Determinantes o Determinante
Duas Caracteriza¢ 6es com o Uso do Determinante

Exemplo 2 de Aplicacdo do Teorema

Considere o sistema linear de 2 equagdes e 2 incognitas
ax + by =«
X +dy =8

Em termos matriciais ele é escrito como AX = B, onde

S It

Pelo corolario do teorema, esse sistema tem solugéo Unica se, e somente se, det(A) # 0. Mas

A=

det(A) #0 <« ad —bc #0.

Satisfeita essa condicéo, o corolario ainda diz que a solugéo é dada por X = A~1B. Precisamos agora
obter uma express&o para A~ 2, e para tanto utilizaremos o algoritmo que aprendemos nesta aula:

a b | 1 0
c d 0o 1

devemos escalonar a matriz

até que a matriz do lado esquerdo seja igual a matriz unidade |,. Entdo, fazendo L; — %Ll,

1 b/a | 1/a 0
c d | o 1]
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Determinantes roprie: o Determinante

za¢ 6es com o Uso do Determinante

Fazendo L, — L, — cL,, temos

1 b/a | l/a O
0 (ad—bc)/a | -c/a 1 |
Note que ad — bc = det(A). Fazendo agora L, — ﬁ(A)Lz, obtem-se
1 b/a | 1/a 0
0 1 | —c/det(A) a/det(A) |’
Por fim, para que o lado esquerdo seja igual a matriz unidade, faca L; — L3 — ng, levando-nos a
1 0 | %(1+bc/det(A)) —b/det(A)
0 1 | —c/ det(A) a/ det(A)
Mostramos, portanto, que
Al 1 (1+bc/det(A)) —b/det(A) _ 1 d -—b
—c/ det(A) a/ det(A) det(A) | —¢c a

onde na Gltima igualdade notamos que 1 + bc/ det(A) = ad / det(A) (haja vista que det(A) = ad — bc) e
depois que 1/ det(A) é fator comum a todas as entradas, colocando-o assim como um fator multiplicativo
fora da matriz (lembre-se da propriedade de multiplicacdo de uma matriz por um escalar).
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Com a expressdo de A~ em maos, podemos voltar & igualdade X = A~1B e escrever

explicitamente o vetor X:

N 1 d —b « 1 da —bpg
N det(A) —c a B B det(A) —ca +ap
e
det
_ 1 B d
det(A) det |: a :|
Cc

ou seja,
1 a b a «
= ———det = ———det .
X = dam { 5 d } ¢ V= dam “C { ¢ B }

Essa € a tdo chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equagdes e 2 incognitas.

Nota. Pode-se mostrar que para sistemas de n equagdes e n incognitas a Regra de Cramer € escrita da
seguinte maneira: se o sistema linear AX = B é tal que a matriz A &€ n x n e invertivel, entdo a solucédo do

sistema é dada por
_ det(Aq) « det(Az) ‘- det(An)

X1 = ’ = R - ’
17 det(d) 7 T det(A) "~ Tdet(A)
onde A; denota a matriz que se obtém de A substituindo-se a sua j-ésima coluna pela matriz B.
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