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Vimos que

lim lef(x,*) Ax = IEIC}O [f(x{) Ax + f(xX) Ax + - - - + f(xF) Ax]

1—> 00

aparece quando calculamos uma area

i=1

@ Definicao de Integral Definida Se f é uma funcio continua definida em
a = x = b, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais
Ax = (b — a)/n. Sejam x, (= a), x|, x5, ..., x, (= b) as extremidades desses subin-
tervalos, e sejam x;", x5, ..., xF pontos amostrais arbitrarios nesses subintervalos,
de forma que x;" esteja no i-ésimo subintervalo [x; i, x;]. Entdo a integral definida de
fdeaabé

J”’ F()dx =|lim S £(x¥) Ax Soma de

e ] Riemann

desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pon-
tos amostrais. Se ele existir, dizemos que f € integravel em [a, b].




UNIFESP

A ~mmnd.

Integral Definida

b
f f(x) dx A Limite inferior de integracéo
aLY_/ b Limite superior de integracao
Integrando
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Se f for positiva, entdo a soma de || Vemos que a integral definida pode ser
Riemann pode ser interpretada || interpretada como a area sob a curva
como a soma das areas de|y=f(x)deaatéb (vejaaFigura?2.)
retangulos aproximantes (veja a
Figura 1). YA
YA
\ AKX -
| \
|
|
|
I > >
0 a xF b X 0 a b :
Se f(x) 2 0, a soma de Riemann Xf (x*) Ax Se f(x) 2 0, aintegral [ f(x) dx é a area sob a
é a soma de areas de retangulos curvay =f(x)deaaté b
Figura 1 Figura 2 3
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Se f assumir valores positivos e negativos, como na
Figura 3, entdo a soma de Riemann é a soma das areas dos
retangulos que estdo acima e abaixo do eixo X.

Zf(x*) Ax € uma aproximacao
para a area resultante

Figura 3
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Tomando o limite dessas somas de Riemann, obtemos a situacao
llustrada na Figura 4. Uma integral definida pode ser interpretada como
area resultante, isto €, a diferenca das areas:

~Lbf(x) dx = A, — A

+ P

<

[

s

+ E?
=Y

é a area resultante. ff f(x)dx

Figura 4



UNIFESP

e |N{egral Definida

1933

Para simplificarmos o calculo da integral, com frequéncia tomamos como
pontos amostrais as extremidades direitas. Entao, x* = x; e a definicao de
integral se simplifica como a sequir.

4| Teorema Se f for integrivel em [a, b], entio

E flx)dx = lim il flx:) Ax

P — a

i

onde Axr =

e x;=a + i Ax.
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Exemplo 1. )
Expresse lim Y (x7 + x;sen x;) Ax

—> 00 .
n i=1

como uma integral no intervalo [O, =«].
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Exemplo 2.

(a) Calcule a soma de Riemann para f(x) = x3— 6x,
tomando como pontos amostrais as extremidades direitas
ea=0,b=3, en=6.

(b) Avalie f; (x° — 6x)dx.
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Exemplo 3.
Calcule as integrais a sequir:

(a) f01\/1 — x2dx
(b) J, (x — Ddx
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A Reqgra do Ponto Médio

Regra do Ponto Medio
"f()dx = 3 f(T) Ax = Ax[f(T) + - -+ + f(T,)]
s i=]

b —a

n

onde Ax =

e ¥ = 3(xi.1 + x;) = ponto médio de [xi_1. x:]

10
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Exemplo 4.
Use a Regra do Ponto Médio com n =5 para aproximar

fzidx.

L ¢

11
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Propriedades da Integral Definida

Laf(x) dx = —Lbf(x) dx

Laf(x) dx = 0

Propriedades da Integral

b
1. | cdx = ¢lb — a). onde ¢ é qualquer constante
sl

F

2 :’ [f(x) + glx)]dx = E’ flx)dx + J”g{_rj dx

=]

3 | cf(x)dx = ¢ 1 ’ f(x)dx. onde c é qualquer constante

a | [flx) — glx)]dx = rb flx)dx — qu glx) dx

12
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Propriedades da Integral Definida

5. f( : f(x)dx + f( _lh f(x)dx = £ :) f(x) dx

Propriedades Comparativas da Integral

6. Se f(x) = 0 paraag = x = b, entio qu flx)dx = 0.

1. Se f(x) = glx) paraa = x = b, entio

N flx)dx = jb glx) dx.

& [ ]

B. Sem = f(x) = M paraa = x = b, entio

Util quando quefemos uma
estimativa da integgral

mb — a) = J”’ flx)dx = M(b — a).

13
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Exemplo 5.

— 2 . ,
f(x) =e™ & uma funcdo decrescente entre [0,1], seu valor maximo é
M=f(0)=1 e seu minimo absoluto € m=f(1)=e!

14
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@) nome Teorema Fundamental do Calculo é apropriado,
pois ele estabelece uma conexao entre os dois ramos do calculo: o calculo
diferencial e o calculo integral. Ele da a relacao inversa precisa entre a derivada e
a integral.

A primeira parte do Teorema Fundamental lida com funcbes definidas por uma
equacéao da forma

g0 = | (1) di

onde f € uma funcdo continua em [a, b] e x varia entre a e b. Observe que ¢
depende somente de x, que aparece como o limite superior variavel da integral.

15
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Se x for um nimero fixado, entdo a integral | f(1) dt € um
nimero definido. Se variamos x o nimero | f(¢) dt também
varia e define a funcao de x denotada por g(x).

Se f for uma funcao positiva, entao g(x) pode ser
Interpretada como a area sob o grafico de fde a até x,
onde x pode variar de a até b. (Imagine g como a funcéao
“area ate aqui’; veja a Figura 1.)

/‘\F fz)

drea = g(x) \/‘

O a X b t
Figura 1 16

YA
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Exemplo 6
Se f é a func&o cujo grafico é mostrado na Figura 2 e g(x) = fo (1) dt,

encontre os valores de g(0), g(1), 9(2), 9(3), g(4) e g(5). A seqguir, fagca um
esboco do gréafico de g.

? \ y=f(1)

Figura 2

17
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0 Teorema Fundamental do Calculo, Parte 1 Se f for continua em [a, b], entio a fungio

g definida por

glx) = rﬂr} dt as=x=b

¢ continua em [a, b] e derivavel em (a, b) e g'(x) = f(x).

Usando a notacéo de Leibniz para as derivadas, podemos escrever o
TFC1 como

[ = 1

quando f é continua. Grosseiramente falando, a Equagcao acima nos diz
gue se primeiro integramos f e entao derivamos o resultado, retornamos a

funcao original f.

18
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Exemplo 7
Encontre a derivada da funcao g(x) = f V1 + 12 dr.

Uma vez que f(t) = +/1 + t* ¢é continua, Parte 1 do
Teorema Fundamental do Calculo fornece

g'(x) =1 +x°

19
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A segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo, que segue
facilmente da primeira parte, nos fornece um método muito mais simples
para o calculo de integrais

Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2 Se f for continua em [a, b], entio

" f(x) dx = F(b) — F(a)

onde F € qualquer primitiva de f, isto €, uma funcio tal que F' = f.

20
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Vamos finalizar esta secéao justapondo as duas partes do Teorema
Fundamental.

Teorema Fundamental do Calculo Suponha que f seja continua em [a, b].

1. Seglx) = |7 f(r)dt. entdo g'(x) = f(x).

2 _11’ flx)dx = F(b) — Fla), onde F é qualquer primitiva de f, isto €, uma funcdo tal
que F'= f.

Observamos que a Parte 1 pode ser reescrita como

= [ = 1

0 que quer dizer que se f for integrada e o resultado, derivado,
obteremos de volta a funcao original f.

21
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a Parte 2 pode ser reescrita como

f " F'(x) dx = F(b) — F(a)

22
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Em virtude da relacdo dada pelo Teorema Fundamental entre primitivas e
integrais, a notacdo [ f(x)dx é tradicionalmente usada para a primitiva

de f e € chamada integral indefinida.

1 f(x) dx = F(x) significa F'(x) = f(x).

L

podemos escrever

3 ’ 3 \

o X . d [ x ,

"dx=—+1C 5 —(—+C]= -

J =3 Pois e \3 T ¢) =
Portanto, podemos olhar uma integral indefinida como representando
toda uma familia de funcdes (uma primitiva para cada valor da constante

C).

23
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Vocé deve fazer uma distincao cuidadosa entre integral definida e

indefinida. Uma integral definida fff(x)dx é um numero, enquanto uma
integral indefinida [ f(x)dx é uma funcdo (ou uma familia de funcdes). A

conexao entre elas é dada pela Segunda Parte do Teorema Fundamental:
se f é continua em [a, b], entdo

["reax = | f(x)ax|’

24
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Integrais Indefinidas

J x4+ 1

|I| Tabelas de Integrais Indefinidas

i cf(x)dx =c¢ 1 f(x)dx

| kdx=kx + C

. n+1

x"dx = +C (n#-1)
n+ 1

‘e"dx=e"+C

‘sen xdx = —cosx + C

secxdx=tgx + C

sec X tg xdx = sec x + C

1

dx =tg 'x + C

senh xdx = coshx + C

j [f(x) + g(x)]dx = j‘ flx)dx + J gl(x) dx

—dx=In|x| + C
X

a

+ C

atdx =
In a

cos xdx =senx + C
cossec’xdx = —cotg x + C

cossec x cotg xdx = —x + C

|

* 1.,.']._?1_

dx =sen-x + C

cosh xdx = senhx + C

25
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Exemplos

1. Encontre a integral indefinida geral para
[(10x* — 2sec?x)dx

cos@

do

2. Calcule [

sen?6

3. Calcule fos(x3 — 6x)dx

4. Encontre fo (Zx — 6x + x2+1) dx -
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Suponha que queremos integrar: [ 2xvV1 + x2dx

Exemplos

1. Encontre [(x3cos(x* + 2))dx

1

V1-4x2 dx

2. Encontre |

3. Calcule [ v2x + 1dx

4. Encontre [ V1 + x2x°dx

5. Calcule [ tgx dx

27
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Existem dois métodos para se calcular uma integral definida por
substituicao. Um deles consiste em calcular primeiro a integral indefinida
e entdo usar o Teorema Fundamental. Por exemplo,

f; J2x T 1dx f\/Qx T 1dx], =i0x + 17,

=397 —3(1)? =327 - D=7

Outro método, geralmente preferivel, consiste em alterar os limites de
integracdo ao mudar a variavel.

6 | Regra da Substituicdo para as Integrais Definidas Se g for continua em [a, b] e
for continua na imagem de u = g(x), entiio

rb f(g(x)g'(x)dx = I*:m f{u) du.

L

28
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Exemplos

1. Calcular f04 V2x + 1dx

2. Calculef e )2

elnx

3. Calcule [/ ——dx

29



