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Limites =) fendmenos das Ciéncias
Exatas, em especial com seus
resultados experimentais.

Outra aplicacao - construcao de
novas grandezas fisicas, necessarias
para a identificacao dos estados dos

sistemas em condicoes peculiares.




O limite de um quociente, escrito na

forma ¥ quando Ax — (, representado

Ax
por:
Ay
lim —
Ax—=0AY
Introduz uma nova operacao

matematica chamada DERIVADA de

uma funcao.




Que devido suas propriedades e aplicagcoes -
nova representacao simbolica:
Ay dy
ﬂlﬂ}nﬂ T dx
Nas ciéncias exatas o limite é utilizado com

dupla finalidade:



1. Como instrumento de calculo atraves

da derivada;

2. Para introduzir definicoes rigorosas
para novas grandezas fisicas ou para

grandezas fisicas ja utilizadas.




I. Aplicacoes de Limites - introducao de

novas grandezas fisicas

I.1. Aplicacoes Fenomenolégica;
a) Cinematica - considerando o espaco
percorrido por um movel x, em um certo
tempo t, a velocidade do movel v e sua

aceleracao a sao definidas por:



Ax  dx ! Ar  dv
= |i = i = 11171 =
Vo= T ar a0 AE dt

Através dessa definicao que surge o conceito

de derivada.

Corpos em _movimento em torno de um

eixo - velocidade angular w e a aceleracao

angular ¢, instantanea, sao definidas por:

'-“




A8 dg
Ar—=0 At

w = lim

Aw dw |
AL

@t

a = lim
Ar—=0




b) Mecanica: Poténcia - a poténcia média
e definida pela relacao entre o trabalho
realizado AW num intervalo de tempo At;

a poténcia instantanea P e definida por:

by AW _dW
= Atoo At dt
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W -y
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c) Hidrostatica- a densidade de um fluido

em um ponto A e a pressao P sao

definidas , de forma mais rigorosa, pelas

seguintes relacoes:

p =

P = lim
AS—0

Am  dm

AF

N .f.lulfIED,ﬁF dV

aF

A5

7

Onde m, V, S e F,
sao,respectivamente, a
massa, o0 volume, a
area e a forca aplicada

naarea S. . (A2IAY)
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Limite |:> derivada |:>taxa de

variacao

Tangentes

Se uma curva C tiver uma equagao
y = f (x) e quisermos encontrar a reta
tangente a C em um ponto P (a, f (a)),
consideramos um ponto proximo Q(x, f(x)),
onde x # a, e calculamos a inclinacao da reta

secante



_f®) = f(@

me

X —d




Fazemos Q aproximar-
se de P ao longo da
curva C ao fazer x
tender a a. Se mp,
tender a um numero
m - definimos a
tangente £ como a

reta que passa por P e
tem inclinacao m.

A reta tangente € a
posicao limite da reta
secante PQ quando Q

tende a P.







A reta tangente a curva y = f (x) em um
ponto P(a, f (a)) € a reta passando por P com

a inclinacao
. f)—f(a)
m = lim

xX—a X—a

desde que esse limite exista.



Existe outra expressao para a
inclinacao da reta tangente -

as vezes é mais facil de ser

usada. Se h = x - a, entao

X = a + h, assim a inclinacao da reta

secante PQ é: f(a+h)—f(a)
me — h

__. flath-f@  INCLINACAO DA
RETA TANGENTE

h—0 h




fla+h)—f(a)

me =

- fla+h)—f(a)
m = lim
h—-0 h

h




Exemplo:

Encontre uma equacao da reta tangente a

hiperbole y = 3/x no ponto (3, 1).




Solucao: Seja f (x) = 3/x. Entao a inclinacao

da reta tangente em (3, 1) &

(3 4 1) 3) 3 _1q 3—(3+h)
m=limf A =1im3+h = lim 3+h
h—0 h h—0 h h—0 h
_ —h —1 1
m = lim ——

ho0h(3+h) ho03+h 3

Portanto, uma equacao da reta tangente no

ponto (3, 1) é:



1
y—1=—3(x=3)

Que se simplifica: x+3y—-6=0




Definicao de Derivada

Vimos que o mesmo tipo de limite surge
ao encontrar a inclinacao de uma reta
tangente ou velocidade de um objeto -

Limites do tipo

.. fla+h)-f(a)
m = lim
h—0 h

Surgem sempre que calculamos a taxa de

variacao - ciéncias ou engenharias,

quimica, economia .



Definicao: a derivada de uma funcao f em

um numero a, denotada por f ‘(a), ée:

f’(a) _ }ll_r)l(l)f(a T h})l_f(a)

Representacao - (x) ou df/dx, onde df e
dx podem ser vistos como variacoes
infinitesimais. Entao, podemos escrever

que a derivada de f(x) em relacao a x e:



dx  Ax—0 Ax

Exemplo:
Seja a funcao f(x) = x4, usando a relacao
acima, temos:
(x + Ax)%— x°
Ax—0 Ax

= lim (2x + Ax) = 2x

Ax—




Taxas de Variacao:

Taxa de variacao de y em relacao a x
no intervalo [x,;, x,] (inclinacao da

reta secante);

Taxa (instantanea) de variacao de y
em relagao a x, x;=x, (inclinagao da

reta tangente)



Calculo Diferencial

Introduz dois operadores matematicos

diferentes: o diferencial e a derivada.

Diferenca Finita e Diferencial

Diferenca_finita: Simbolo Ax (ou Ay)

representa uma diferenca finita entre dois

AS {/

AX = Xy = X1, AY = Y5 — Y4 H

valores da grandeza x (ou y);




Utilizacao — na definicao de grandezas

fisicas médias, por exemplo:

_ 53 - 51 ﬂ.ﬂ

V= t, — 1ty At Onde S;, S,, Vv, e Vv, sdo
as posicoes e as
velocidades da particula
nos instantes t; et,, eve
a indicam a velocidade e a

Ty — 1y Fi%Fll aceleracdo médias.
1 =

t, —t; At




Diferencial: A representacao dx, dy

denomina-se diferencial de X,
diferencial de vy, significa que a
diferenca x, - x4, ou y, - y, e tao
pequena (& um infinitésimo), que nao
tem mais sentido escrevé-la na forma

anterior, AX



Diferencial: sO pode ser aplicado a

funcdes continuas - também pode ser
interpretado como uma diferenca que
nao pode ser mensuravel
fisicamente. O diferencial dx pode
ser definido a partir de uma condicao
limite sobre Ax, fazendo-o a tender a

Zero, Isto e, ﬂl;lflﬂ,}"j'x ax



Exemplos

Uma curva tem por equacao:

y = f(x).
Escreva uma expressao para a
inclinacao da reta secante pelos
pontos P(3, f(3)) e Q(x, f(x))
Escreva uma expressao para a

inclinacao da reta tangente em P.



2) Se uma bola for atirada ao ar com
velocidade de 10 m/s, sua altura (em
metros) depois de t seqgundos € dada
por y=10t—4,9t* Encontre a velocidade

quando t = 2.



3) O deslocamento (em metros) de

uma particula movendo-se ao longo de
uma reta é dado pela equacao do
movimento S=1/, , onde t é medido
em segundos. Encontre a velocidade da
particula nos instantest =a, t = 1,
t=2et=3.



Derivada da Funcao Poténcia - Caso

Geral

O calculo da derivada de qualquer funcao
pode ser feito através da sua definicao dada
por I.

Seja a funcao f(x) = x", no qual n pode

ser qualquer numero racional. Assim:



(x + Ax)™ — x™
o s
filx) = ﬂlﬂ}lc- Ax

Uso de - Expansao binominal

x® +nx® IAx+ - —x™
r - n—1(II)
Fiix) = ﬂl;mﬂ . nx

O resultado II € a derivada do caso geral de
uma funcao de poténcia. Reescrevendo,

temos:



a ) n—1
E.‘I = 1Ny (I1I)

Exemplos e Exercicios



Significado Fisico da Derivada

A derivada € uma operacao
matematica - aplica as fungdoes matematicas
ou as fungdes pertencentes aos fendmenos

fisicos, quimicos, etc.



Como exemplo, consideremos o problema
da determinacao da velocidade de uma
particula - problema fundamental da
Cinematica e um dos problemas que deu

origem ao calculo.



Seja: S = S(t), a equacao horaria de uma
particula, e suponha que em intervalos de
tempos iguais, 0S espacos percorridos
sejam diferentes, ou seja, movimento nao
e uniforme.

A Cinematica procura definir a velocidade
v da particula num dado instante, também

chamada de velocidade instantanea.



Se forem tomados valores cada vez
menores para At (tz; se aproximando de t,),
0 espaco percorrido AS também
diminuira, de modo que quando At—0,
AS— 0.



Nessas condicoes, quando tg se aproximar

e _ AS
infinitesimalmente de t,, 0 quociente —

At

sera representado por uma indeterminacao:

AS 0
At 0
Velocidade instantanea da particula - (o

ponto B coincide com o ponto A).

Matematicamente:



AS  dS as
v = lim 17 = —
At

ar=o At dt
Velocidade é a derivada do espaco em

relacao ao tempo.



Significado Matematico da Derivada

1 - Geométrico
2 - Trigonomeétrico

3 - Analitico

Geometrico - a derivada ¢é a reta

tangente a uma curva num dado ponto



Exemplo - A equacao horaria para um
certo movimento de uma particula é€

dada por:
S = 20 + 10t + 6t2. Escrever a partir da

definicao de derivada, a equacao da

velocidade.



Solucao - Como a velocidade €, por
definicao, o limite da variacao do espaco
pelo tempo gasto em percorré-lo,
quando esse tempo tende a zero, O
calculo do limite anterior paray = S e

X = t, ira resultar na equacao da

velocidade, assim:



F(t) = 20 + 10t + 6¢2
f(t +At) =20 +10(t + At) + 6(t + At)?

flt +At)— f(E) =20+ 10t + 10At + 6(t + At)* — 20 — 10t — B¢

flt + At) — F(t) = 10At + 12t At + 6AL?

Flt +At) — f(t)
At

=10+ 12¢ + 6At

t + At) — F(t
lim f ) f{}: lim (10 + 12t + 6At) = 10+ 12¢

At—=0 At At—0
v =10+ 12¢




Regras Basicas para a Diferenciacao

Regra da constante
A derivada de uma funcao constante e a

funcao nula, se c € uma constante, entao:

nin:_ﬂ
dx

Exemplo: Seja uma funcao constante

definida pela equacao f(x) =5 + =



Solucao:

Pela regra da constante f'(x) = 0.

2) Regra da identidade
A derivada da funcao identidade e a funcao

constante 1. Simbolicamente,

dx_i
dx



3) Regra da poténcia

A derivada de uma poténcia inteira positiva de
X € o expoente de x vezes x elevado a
poténcia inferior seguinte. Simbolicamente, se

n € um inteiro positivo fixado, entao:

d n
d._“.![.'x = TLX

Exemplo. Diferencie a funga'?\o‘;I':"[:![.':]I =X

n—1

7



Solucao:

Pela regra da poténcia,
fiix)=Tx""1=7x"

4) Regra da Homogeneidade

A derivada de uma constante vezes uma
funcao € a constante vezes a derivada da
funcao. Simbolicamente, se c € uma constante

e u € uma funcao diferenciavel de x, entao:



ad du
g W =

Exemplo: Diferencie a funcao f(x) = 5x*.
Solucao: wusando ambas as regras da

homogeneidade e poténcia, temos:

d d
—(5x*) =5 —(x%) =5{4x3) = 203
dx dx



5) Regra da soma
A derivada de uma soma €& a soma das

derivadas. Simbolicamente, se u e v sao

funcoes diferenciaveis de x, entao:

ni{ N _tiu_l_tit-'
Iifi-'u ’ dx  dx

Exemplo. Calcule D, (3x> + 11x8)

D, (3x°> + 11x8) = D, (3x°) + D, (11x8) (regra da soma)
= 3D,(X?) + 11D, (X8) (regra da homogeneidade)
= 3(5x%) + 11(8x7) (regra da poténcia)
= 15x% + 88 x’



6) Regra do Produto ou regra de Leibniz

A derivada do produto de duas funcoes € a
primeira funcao vezes a derivada da segunda
funcao mais a derivada da primeira funcao
vezes a segunda funcao. Simbolicamente, se

u e v sao fungoes diferenciaveis de x, entao:

d{ ) Li-i'fl du
dx = _udx'tdx




Exemplo

Calcule D, [(3x? + 1)(7x3+X)]

Solucao

D, [(3x? + 1)(7x3+Xx)]= (3x%2+1)[D,(7x3+x)] +
(7x3+X) [D,(3x%2 + 1)]

= (3x2 + 1) [(D,7x3 + D.x)] +(7x3+x)[D,(3x?)
+D, 1]

= (3x2 + 1) (21x2 + 1) + (7x3+Xx)(6x)

=(63x* + 24x%2 + 1) + (42x* + 6x2)

= 105x* + 30x2 + 1.



7) Regra da inversa da aritmeética

A derivada da inversa da aritmética de uma
funcao € a razao negativa da derivada da
funcao para o0 quadrado da funcao.
Simbolicamente se v €& uma funcao
diferenciavel em x, entao:

il (1) av/dx

fdx \17

174



Exemplo - Calcule Dx(1/x)

Solucao

1 D.x 1
DI(;) oy  xA




8) Regra do quociente

A derivada de um quociente de duas funcoes
€ o denominador vezes a derivada do
numerador menos O nhumerador vezes a
derivada do denominador tudo dividido pelo
quadrado do denominador. Simbolicamente,

se u e v sao funcoes diferenciaveis de x,

entao: AU A
d {“) _ Yax ~ Ydx
(dx

-

e



Exemplo Calcule 32
D
Nx?+7



Resumo - Regras
Basicas para

Diferenciacao
1)dc
)dc _ ¢
ax
2) dx
—=1
X

3)1i:![-n — pynl
ax

d . A
4) —{cu) = c—
dx dx
d . du dv
5) —(u+t+vi=—+-
dx dx dx
qd . a1 1
6) —(ur) =u—+v—
(ax ax ax
d (l) dv/dx
) dx\v) 172




