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m Areas e Distancias

Agora é um bom momento para ler (ou
reler) Uma Apresentagéo do Célculo. L4,
sdo discutidas as ideias unificadoras do
célculo, e a secdo ajuda a colocar em
perspectiva de onde saimos e para
onde iremos.

FIGURA 1
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FIGURA 2

FIGURA 3

FIGURA 4

Nesta se¢do vamos descobrir que, na tentativa de encontrar a drea sob uma curva ou a dis-
tAncia percorrida por um carro, encontramos o mesmo tipo especial de limite.

I 0 Problema da Area

Nés comegamos tentando resolver o problema da drea: encontre a drea da regido S que esta
sob a curva y = f(x) de a até b. Isso significa que S, ilustrada na Figura 1, estd limitada pelo
grifico de uma fungdo continua f [onde f(x) = 0], pelas retas verticais x = ae x = b e pelo
eixo x.

Ao tentarmos resolver o problema da drea, devemos nos perguntar: qual € o significado da
palavra drea? Essa questao € facil de ser respondida para regides com lados retos. Para um
retangulo, a drea € definida como o produto do comprimento e da largura. A drea de um trian-
gulo € a metade da base vezes a altura. A drea de um poligono pode ser encontrada dividin-
do-o em tridngulos (como na Figura 2) e a seguir somando-se as areas dos tridngulos.
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Nao € tao ficil, no entanto, encontrar a drea de uma regidao com lados curvos. Temos uma
ideia intuitiva de qual € a drea de uma regido. Mas parte do problema da 4rea € tornar preci-
sa essa ideia intuitiva, dando uma definicdo exata de 4rea.

Lembre-se de que, ao definir uma tangente, primeiro aproximamos a inclinag¢do da reta
tangente por inclinagdes de retas secantes e, entdo, tomamos o limite dessas aproximagoes.
Uma ideia similar serd usada aqui para as dreas. Em primeiro lugar, aproximamos a regiéo
S utilizando retangulos e depois tomamos o limite das areas desses retangulos a medida que
aumentamos o nimero de retdngulos. Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento.

[EEINEN Use retangulos para estimar a drea sob a pardbola y = x* de 0 até 1 (a regidio
parabdlica S ilustrada na Figura 3).

SOLUCAO Observamos primeiro que a drea de S deve estar em algum lugar entre 0 e 1, pois
S estd contida em um quadrado com lados de comprimento 1, mas certamente podemos fazer
melhor que isso. Suponha que S seja dividida em quatro faixas Si, S», Sz € S4, tragando as
retas verticais x = 5, x = 3 e x = 3, como na Figura 4(a).
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Podemos aproximar cada faixa por um retdngulo com base igual a largura da faixa e altu-
ra igual ao lado direito da faixa [veja a Figura 4(b)]. Em outras palavras, as alturas desses
retdngulos sdo os valores da fungio f(x) = x? nas extremidades direitas dos subintervalos

[0.5]. [z.2] [, 3l e [ 1.



Cada retangulo tem largura de ; e altura de (%)2, (%)2, (%)2 e 1% Se R, for a soma das 4reas
dos retangulos aproximantes, teremos

Ro=i- )+ 5GP +5-(GF +i+ 1P =5 = 046875
Da Figura 4(b) vemos que a drea A de S € menor que R4, logo
A < 0,46875

Em vez de usarmos os retdngulos na Figura 4(b), poderiamos usar os retingulos meno-
res na Figura 5, cujas alturas seguem os valores de f nas extremidades esquerdas dos subin-
tervalos. (O retangulo mais a esquerda desapareceu, pois sua altura € 0.) A soma das dreas
desses retdngulos aproximantes €

1 1 1)\2 1 1)\2 1 3\2 7
Li=3-0+5- (@) +3- Q) +5-(5) =5 = 021875
Vemos que a drea de S € maior que L, e, entdo, temos estimativas inferior e superior para A:

0,21875 < A < 0,46875

Podemos repetir esse procedimento com um nimero maior de faixas. A Figura 6 mostra
o que acontece quando dividimos a regido S em oito faixas com a mesma largura.
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(a) Usando as extremidades esquerdas (b) Usando as extremidades direitas

Calculando a soma das dreas dos retingulos menores (Ls) € a soma das dreas dos retan-
gulos maiores (Rs), obtemos estimativas inferior e superior melhores para A:

0,2734375 < A < 0,3984375.

Assim, uma resposta possivel para a questdo € dizer que a verdadeira drea de S estd em algum
lugar entre 0,2734375 e 0,3984375.

Podemos obter melhores estimativas aumentando o nimero de faixas. A tabela na lateral
mostra os resultados de cdlculos similares (com um computador) usando n retangulos cujas
alturas sdo encontradas com as extremidades esquerdas (L,) ou com as extremidades direi-
tas (R,). Em particular, vemos que usando 50 faixas a drea esté entre 0,3234 ¢ 0,3434. Com
1000 faixas conseguimos estreitar a desigualdade ainda mais: A estd entre 0,3328335 e
0,3338335. Uma boa estimativa é obtida fazendo-se a média aritmética desses nimeros:
A = 0,3333335. [ |

. 1< .
Dos valores na tabela, parece que R, aproxima-se de 35 a medida que aumentamos 7. Con-
firmamos isso no préximo exemplo.

20PN Para a regifio S do Exemplo 1, mostre que a soma das areas dos retAngulos apro-
. . 1 . 7
ximantes superiores tende a 3, isto &,

lim R, =1

n—oo
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Aproximando S por 8 retidngulos

n L, R,
10 0,2850000 0,3850000
20 0,3087500 0,3587500
30 0,3168519 0,3501852
50 0,3234000 0,3434000
100 0,3283500 0,3383500
1000 0,3328335 0,3338335
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Estamos calculando aqui o limite da sequéncia
{R.,}. Sequéncias e seus limites sdo discutidos
em Uma Apresentaggo do Célculo e serdo estuda-
dos em detalhes na Secdo 11.1. A ideia é bas-
tante similar ao limite no infinito (Segdo 2.6),
exceto que ao escrever lim,—... Nos restringimos
a n nlmero inteiro positivo. Em particular, sabe-
mos que

lim—=10

n—x p
Quando escrevemos lim, .. R, = % queremos
dizer que podemos fazer que R, seja 0 mais proxi-
mo de 3 que desejamos ao tornar n suficiente-
mente grande.

Em Visual 5.1, vocé pode criar figuras
como as Figuras 8 e 9 para outros valores de n.

SOLUCAO R, € a soma das dreas dos n retdngulos na Figura 7. Cada retdngulo tem uma lar-
gura 1/n, e as alturas sdo os valores da fun¢do f(x) = x* nos pontos 1/n,2/n, 3/n, ..., n/n;
isto &, as alturas sdo (1/n)% (2/n)% (3/n)% ..., (n/n). Logo,

1(1)2 1<2)2 1<3>2 1<n>2

Ri=—|—] +=(=) +=|=) + - +—|—

n n n n n n n n
1

1
=—-—(1+22+3+--- +n?)
n n

1

— (1> +22+3+ -+ 1)

0

Utilizamos aqui a férmula para a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos:

+ D2n + 1
[1] P42t 34 2= 20 )6(” )

Talvez vocg ja tenha visto essa férmula antes. Ela estd demonstrada no Exemplo 5 no Apén-
dice E.
Colocando a Férmula 1 na nossa expressdo para R,, temos

1 nn+ 1)2n + 1) _ n+12n+1)

R, =
n? 6 6n*

Entdo, temos

o m+1D2n+1)
T Ren T )
6n*

! <n+l><2n+l>
= lim —
n—x O n n

. . . )3 1 . <
Pode ser mostrado que as somas aproximantes inferiores também tendem a 3, isto &,

lim R, =1

n—o

Das Figuras 8 e 9, parece que conforme n aumenta, ambos L, e R, se tornam aproximagdes
cada vez melhores da drea de S. Portanto, definimos a drea A como o limite das somas das
areas desses retangulos aproximantes, isto €,

A=1lmR,=limL, =13

n—ow n—ow
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FIGURA 9 As extremidades da direita produzem somas inferiores pois f(x)= x> é crescente

Vamos aplicar a ideia dos Exemplos 1 e 2 para as regides S mais gerais da Figura 1.
Comecamos por subdividir S em n faixas Si, S», . . ., S, de igual largura, como na Figura 10.

FIGURA 10

A largura do intervalo [a, b] € b — a; assim, a largura de cada uma das n faixas é

b—a
n

Ax =

Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos

[xo, 1], [xi,x2], [xooxs), oooy [mi, Xl
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onde xo = a e x, = b. As extremidades direitas dos subintervalos sido

X2 =a + 2 Ax,

=a + Ax,

=a + 3 Ax,

Vamos aproximar a i-ésima faixa S; por um retdngulo com largura Ax e altura f(x;), que
¢ o valor de f na extremidade direita (veja a Figura 11). Entdo, a 4rea do i-ésimo retdngulo é
f(x:) Ax. O que consideramos intuitivamente como a drea de S € aproximado pela soma das

dreas desses retangulos, que é

Ax
f(x)
0 a  x; X2 X Xi—1 X b X
FIGURA 11
R, = f(x1) Ax + f(x2) Ax + - -+ + f(x,) Ax
A Figura 12 mostra a aproximacdo para n = 2, 4, 8 e 12. Observe que essa aproximacio
y y y y
0| a X b x 0| a X X x3 b x 0 b x 0| a b x
(ayn=2 (byn=4 (c)n=28 (dn=12
FIGURA 12

parece tornar-se cada vez melhor a medida que aumentamos o nimero de faixas, isto €, quan-
do n — 0. Portanto, vamos definir a drea A da regido S da seguinte forma.

@ Definicdo A area A da regido S que estd sob o grafico de uma fungéo continua f

€ o limite da soma das dreas dos retingulos aproximantes:

A= ILHOICR" = liﬁrr; [f(x) Ax + f(x2) Ax + - - - + f(x,) Ax]

Pode ser demonstrado que o limite na Definicdo 2 sempre existe, uma vez que estamos

supondo que f seja continua. Pode também ser demonstrado que obteremos o mesmo valor
se usarmos as extremidades esquerdas aproximantes:

[3] A =1im L, = lim [ f(x0) Ax + f(x1) Ax + =+ + f(x,-1) Ax]



De fato, em vez de usarmos as extremidades esquerda ou direita, podemos tomar a altura do
i-simo retingulo como o valor de f em gualquer nimero x§ no i-€simo subintervalo
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FIGURA 13 xf x5 x5 xF X
[xi-1, x;]. Chamamos os nimeros xi*, x5, . .., x;¥ de pontos amostrais. A Figura 13 mostra

os retangulos aproximantes quando os pontos amostrais nao foram escolhidos como as extre-
midades. Logo, uma expressdo mais geral para a drea S €

(4] A = lim [f(x¥) Ax + f(3) Ax + - -+ + f(xF) Ax]

OBSERVACAO Pode ser mostrado que uma defini¢do equivalente de drea € a seguinte:
A € o tinico niimero que é menor que todas as somas superiores e maior que todas as somas
inferiores. Vimos nos Exemplos 1 e 2, por exemplo, que a drea (A = %) estd presa entre todas
as somas esquerdas aproximantes L, e todas as somas direitas aproximantes R,. A fun¢do,

y
FIGURA 14
Somas inferiores (retangulos pequenos)
e somas superiores (retangulos grandes) 0 a b X

nesses exemplos, f(x) = x?, € crescente em [0, 1] e, portanto, suas somas inferiores decor-
rem das extremidades esquerdas e as somas superiores, das extremidades direitas. (Veja as
Figuras 8 ¢ 9.) Em geral, formamos as somas inferiores (e superiores) escolhendo os pon-
tos amostrais x7*, de modo que f(x¥) é o minimo (¢ mdximo) valor de f no subintervalo
i-ésimo. (Veja a Figura 14 e o Exercicio 7-8.)

Frequentemente usamos a notacao de somatorio (notagao sigma) para escrever somas
de muitos termos de maneira mais compacta. Por exemplo,

> Fx) Ax = f(x;) Ax + f(x) Ax + - -+ + f(x,) Ax
i=1
Assim, as expressoes para a drea nas Equacgdes 2, 3 e 4 podem ser escritas da seguinte forma:

A= lim if(x,«) Ax

—>o0
n i=1

A= lim zn:f(xi_l)Ax

n—> =

A= lim if(xi*) Ax

—>oo
n i=1

Também podemos reescrever a Férmula 1 da seguinte maneira:
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Isso nos diz para

parar quando i = n.

Isso nos diz -

para somar. . 2 flx) Ax
i=m

Isso nos diz para 4

comegar com i=m.

Se vocé precisar de pratica com a notagdo
sigma, olhe os exemplos e tente alguns dos
exercicios do Apéndice E.
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6
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[EEI0E] Seja A a drea da regido que estd sob o graficode f(x) = e “entrex = Oex = 2.
(a) Usando as extremidades direitas, encontre uma expressao para A como um limite. Nao
calcule o limite.

(b) Estime a drea tomando como pontos amostrais os pontos médios e usando quatro e
depois dez subintervalos.

SOLUCAO
(a) Uma vez que a = 0 e b = 2, a largura de um subintervalo é
2—-0 2
Ax = =—
n n

Portanto, x; = 2/n,x, = 4/n,x3 = 6/n,x; = 2i/n e x, = 2n/n. A soma das édreas dos
retdngulos aproximantes €

R, = f(x1) Ax + f(x2) Ax + « -+ + f(x,) Ax

=eMAx + e Ax + - + e Ax

(2 n(2) (2
n n n

De acordo com a Defini¢do 2, a drea €

2
A=1lmR,=lim = (e + ¥+ e 4 ... 4 ¢2m)

n—% n—e n

Usando a notagdo de somatéria podemos escrever

28
A=lim =3 ¢/

n—e =g

E dificil calcular esse limite diretamente 2 mdo, mas com a ajuda de um SCA isso ndo € tdo
complicado (veja o Exercicio 28). Na Se¢do 5.3 seremos capazes de encontrar A mais facil-
mente usando um método diferente.

(b) Com n = 4, os subintervalos com mesma largura Ax = 0,5 sdo [0; 0,5],[0,5; 1], [1; 1,5]
e [1,5;2]. Os pontos médios desses intervalos sdo xif = 0,25, x¥ = 0,75, xf =125 ¢
xi = 1,75, e a soma das dreas dos quatro retAngulos aproximantes (veja a Figura 15) é

4
M= 2 f(x¥F) Ax
i=1
= £(0,25) Ax + (0,75) Ax + £(1,25) Ax + f(1,75) Ax
= ¢ 05(0.5) + ¢ *(0,5) + ¢ (0,5) + ¢”7(0.5)
=3(e" + e + ¢ + e7'7) = 0,8557

Logo, uma estimativa para a drea ¢
A = 0,8557.

Com n = 10, os subintervalos sdo [0; 0,2], [0,2; 0,4], ..., [1,8; 2] e os pontos médios sdo
xF=0,1,xF=03,x¥=0,5,...,x%5=1,9. Assim,

A= My = £(0,1) Ax + £(0,3) Ax + £(0,5) Ax + - - - + £(1,9) Ax
=02 ™ +e B+ + .- 4+ =0,8632

Da Figura 16 parece que essa estimativa ¢ melhor que a estimativa com n = 4. [ ]



[ 0 Problema da Distancia

Vamos considerar agora o problema da distdncia: encontre a distancia percorrida por um
objeto durante um certo periodo de tempo, sendo que a velocidade do objeto € conhecida em
todos os instantes. (De certa forma esse € o problema inverso do problema da velocidade que
discutimos na Se¢do 2.1.) Se a velocidade permanece constante, entdo o problema de dis-
tancia € fécil de resolver por meio da férmula

distancia = velocidade X tempo.

Mas se a velocidade variar, ndo € tdo facil determinar a distancia percorrida. Vamos investi-
gar o problema no exemplo a seguir.

[ZE[I0FY Suponha que queiramos estimar a distincia percorrida por um carro durante um
intervalo de tempo de 30 segundos. A cada 5 segundos registramos a leitura do velocimetro
na seguinte tabela:

Tempo (s) 0 5 10 15 20 25 30

Velocidade (km/h) | 27 34 38 46 51 50 45

Para termos o tempo e a velocidade em unidades consistentes, vamos converter a velocida-
de para metros por segundo (1 km/h = 1 000/3 600 m/s):

Tempo (s) 0 5 10 15 20 25 30

Velocidade (m/s) | 7.5 94 | 10,6 | 12,8 | 142 | 139 | 125

Durante os cinco primeiros segundos a velocidade ndo varia muito, logo, podemos estimar a
distancia percorrida durante esse tempo supondo que a velocidade seja constante. Se tomar-
mos a velocidade durante aquele intervalo de tempo como a velocidade inicial (7,5 m/s), entdo
obteremos aproximadamente a distancia percorrida durante os cinco primeiros segundos:

75m/s X 5s =375m.

Analogamente, durante o segundo intervalo de tempo a velocidade é aproximadamente cons-
tante, e vamos considera-la quando ¢ = 5s. Assim, nossa estimativa para a distancia percorri-
dadetr=5satér=10s¢

94m/s X 5s =47 m.

Adicionando estimativas similares para os outros intervalos de tempo, obtemos uma estima-
tiva para a distancia total percorrida:

(7,5 X5) + (9,4 X 5) + (10,6 X 5) + (12,8 X 5) + (14,2 X 5) + (13,9 X 5) = 342 m.

Podemos, da mesma forma, usar a velocidade no fim de cada intervalo de tempo em vez
de no comeco como a velocidade constante. Entéio, nossa estimativa se torna

(9,4 X 5) 4+ (10,6 X 5) + (12,8 X 5) + (14,2 X 5) + (13,9 X 5) + (12,5 X 5) = 367 m.

Se quisermos uma estimativa mais precisa, podemos tomar as leituras de velocidade a
cada 2 segundos ou até mesmo a cada segundo. |

Talvez os calculos no Exemplo 4 o facam lembrar-se das somas usadas anteriormente
para estimar as areas. A similaridade tem explicacdo quando esbocamos um grafico da fun-
¢do velocidade do carro na Figura 17 e tragcamos os retdngulos cujas alturas sdo as velocida-
des iniciais para cada intervalo de tempo. A area do primeiro retangulo € 7,5 X 5 = 37,5,
que € também a nossa estimativa para a distancia percorrida nos primeiros cinco segundos.
De fato, a drea de cada retdngulo pode ser interpretada como uma distancia, pois a altura
representa a velocidade, a largura e o tempo. A soma das dreas dos retangulos na Figura 17
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m Exercicios

€ L = 342, que € nossa estimativa inicial para a distancia total percorrida.

Em geral, suponha que o objeto se mova com velocidade v = f(r), emque a < t < b e
(@) = 0 (logo, o objeto move-se sempre no sentido positivo). Vamos registrar as velocidades
nos instantes t (= @), f1, b, . . ., t, (= b), de forma que a velocidade seja aproximadamente
constante em cada subintervalo. Se esses tempos forem igualmente espacados, entdo entre
duas leituras consecutivas temos o periodo de tempo At = (b — a)/n. Durante o primeiro
intervalo de tempo a velocidade € aproximadamente f(f) e, portanto, a distincia percorrida é
de aproximadamente f(z,) At. Analogamente, a distancia percorrida durante o segundo inter-
valo de tempo € de cerca de f(¢;) At e a distincia total percorrida durante o intervalo de
tempo [a, b] é de aproximadamente

o) At + f(t) At + -+ - + f(t,-1) At = if(m) At.

Se usarmos as velocidades nas extremidades direitas em vez de nas extremidades esquerdas,
nossa estimativa para a distancia total ficard

J) A+ f) A+ e+ ) A= 3 ) A

Quanto mais frequentemente medirmos a velocidade, mais precisa serd nossa estimativa,
entdo parece plausivel que a distancia exata d percorrida € o limite de tais expressoes:

(5]  d=1im X f(t-1) At = lim X f(1) Ar.
N iy n =1

Veremos na Secdo 5.4 que isso € realmente verdadeiro.

Como a Equagdo 5 tem a mesma forma que nossas expressdes para a drea nas Equagoes
2 e 3, segue que a distincia percorrida € igual a drea sob o grafico da fun¢éo velocidade. No
Capitulo 6 veremos que outras quantidades de interesse nas ci€ncias naturais e sociais — tais
como o trabalho realizado por uma forga varidvel ou a saida de sangue do coragdo — podem
também ser interpretadas como a drea sob uma curva. Logo, ao calcular dreas neste capitu-
lo, tenha em mente que elas podem ser interpretadas de vérias formas praticas.

Revisar >1. (a) Lendo os valores do grafico dado de f, utilize quatro retin- (iii) Ms (pontos amostrais sdo pontos médios)
gulos para encontrar as estimativas inferior e superior para a (b) L€ uma subestimativa ou superestimativa em relacdo a drea ver-
drea sob o grafico dado de f de x = 0 até x = 8. Em cada dadeira?
caso, esboce os retangulos que vocé usar. (c) Re€uma subestimativa ou superestimativa em relagio a drea ver-
(b) Encontre novas estimativas, usando oito retangulos em cada caso. dadeira?
(d) Entre os niimeros Le, R ou M, qual fornece a melhor estimativa?
Y Explique.
4 y
—
—
8
2
y=7f
0
4 8 x 4
2. (a) Use seis retangulos para achar estimativas de cada tipo para a drea
sob o graficodadode fdex = Oaté x = 12.
(1) Le (pontos amostrais sdo extremidades esquerdas)
(ii) R (pontos amostrais sdo extremidades direitas) 0 4 8 12 x
5! E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador E necessdrio usar um sistema de computacao algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com


Rene
revisar


Revisar >7.

(a) Estime a drea sob o gréfico f(x) = cosx de x =0 até
x = /2 usando quatro retAngulos aproximantes e extremi-
dades direitas. Esboce o grifico e os retdngulos. Sua estima-
tiva € uma subestimativa ou uma superestimativa?

(b) Repita a parte (a) usando extremidades esquerdas.

(a) Estime a drea sob o grifico de f(x) = v/x dex = 0 at13.
usando quatro retangulos aproximantes e extremidades direi

tas. Esboce o grafico e os retingulos. Sua estimativa € uma su-
bestimativa ou uma superestimativa?

(b) Repita a parte (a) usando extremidades esquerdas.

(a) Estime a drea sob o gréfico f(x) = 1 + x* de x = —1 até
x = 2 usando trés retangulos aproximantes e extremidades di-
reitas. Entdo, aperfeigoe sua estimativa utilizando seis retan-
gulos aproximantes. Esboce a curva e os retdngulos aproxi-

mantes. 14.

(b) Repita a parte (a) usando extremidades esquerdas.

(c) Repita a parte (a) empregando os pontos médios.

(d) A partir de seus esbogos das partes (a), (b) e (c), qual parece
ser a melhor estimativa?

(a) Faga o grifico da funcdo
f(x)=x—2hnx,1<x<5
(b) Estime a drea sob o grafico de f usando quatro retangulos
aproximantes e tomando como pontos amostrais (i) as extre-

midades direitas e (ii) os pontos médios. Em cada caso, esboce
a curva e os retangulos.

(c) Aperfeicoe suas estimativas da parte (b) usando oito retdng
o 15.

Avalie as somas superiores e inferiores para f(x) = 2 + sen x,
0 <x=<m,comn=2,4,e 8. [lustre com diagramas como na
Figura 14.

Avalie as somas superiores e inferiores para f(x) = 1 + x?,
—1 < x =< 1,comn = 3 e4. Ilustre com diagramas como na Fi-
gura 14.

9-10 Com uma calculadora programavel (ou um computador), € pos-
sivel calcular as expressdes para a soma das dreas de retdngulos 16

aproximantes, mesmo para valores grandes de n, usando /agos. (Numa

TI use o comando Is > ou um laco For-EndFor, numa Casio use Isz,
numa HP ou no BASIC use um lago FOR-NEXT.) Calcule a soma das
dreas dos retangulos aproximantes usando subintervalos iguais e ex-

tremidades direitas paran = 10, 30, 50 e 100. Entdo, conjecture o va-

lor exato da area.

9.

A regido soby = x* de 0 até 1.

10. A regido sob y = cos x de 0 até /2.

11. Alguns sistemas de computacdo algébrica tém comandos que

tracam retdngulos aproximantes e calculam as somas de suas

dreas, pelo menos se x7* for uma extremidade esquerda ou direita.

(Por exemplo, no Maple use leftbox, rightbox, leftsum

e rightsum.)

(@) Se f(x) =1/(x*>+ 1),0 < x < 1, encontre as somas es-
querda e direita para n = 10, 30 e 50.

(b) HNustre fazendo o gréfico dos retangulos da parte (a).

(c) Mostre que a drea exata sob f estd entre 0,780 e 0,791.

12,
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(@) Se f(x) =Inx, 1 < x <4, use os comandos discutidos no
Exercicio 11 para encontrar as somas esquerda e direita para
n = 10, 30 e 50.

(b) Nustre fazendo o gréfico dos retangulos da parte (a).

(c) Mostre que a drea exata sob f estd entre 2,50 e 2,59.

A velocidade de um corredor aumenta regularmente durante os
trés primeiros segundos de uma corrida. Sua velocidade em in-
tervalos de meio segundo € dada em uma tabela. Encontre as es-
timativas superior e inferior para a distancia que ele percorreu du-
rante esses trés segundos.

t(s) 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

v(m/fs) | 0 1,9 33 4,5 55 59 6,2

A leitura do velocimetro de uma motocicleta em intervalos de 12

segundos € mostrada na tabela a seguir.

(a) Estime a distancia percorrida pela motocicleta durante esse pe-
riodo, usando a velocidade no comeco dos intervalos de
tempo.

(b) D& outra estimativa utilizando a velocidade no fim dos inter-
valos de tempo.

(c) As estimativas feitas nas partes (a) e (b) sdo estimativas su-
perior e inferior? Explique.

t(s) 0 12
v (m/s)

24 36 48 60

9.1 8,5 7,6 6,7 73 8,2

Oleo vaza de um tanque a uma taxa de r(¢) litros por hora. A taxa
decresce a medida que o tempo passa e os valores da taxa em in-
tervalos de duas horas sdo mostrados na tabela a seguir. Encon-
tre estimativas superior e inferior para a quantidade total de 6leo

que vazou.
t (h) 0 2 4 6 8 10
r(n)(L/h) | 87 7,6 6.8 6,2 5,7 5,3

. Quando estimamos distancias a partir dos dados da velocidade,

algumas vezes € necessdrio usar tempos f, t1, t, f3, . . . que nédo
estdo igualmente espagados. Podemos ainda estimar as distancias
usando os periodos de tempo At; = ; — t;—;. Por exemplo, em 7
de maio de 1992, o dnibus espacial Endeavour foi langado na mis-
sdo STS-49, cujo propdsito era instalar o satélite de comunicagdo
Intelsat. A tabela, fornecida pela Nasa, mostra os dados da velo-
cidade do Onibus entre o lancamento e a entrada em funciona-
mento dos foguetes auxiliares. Use estes dados para estimar a al-
tura acima da superficie da Terra do Endeavour 62 segundos
depois do lancamento.

Evento Tempo (s) | Velocidade (m/s)
Langamento 0 0
Comego da manobra de inclinagdo 10 56
Fim da manobra de inclinac@o 15 97
Regulador de combustivel a 89% 20 136
Regulador de combustivel a 67% 32 226
Regulador de pressdo a 104% 59 404
Pressdo dindmica mdxima 62 440
Separacao dos foguetes auxiliares 125 1.265
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17. O gréfico da velocidade de um carro freando € mostrado. Use-o teiros estd demonstrada no Apéndice E. Use-a para calcular o
para estimar a distancia percorrida pelo carro enquanto os freios limite da parte (a).

estdo sendo aplicados.

v 13+23+33+---+n3=["(nJr1)]2
(m/s) 2
15 25. Seja A a drea sob o gréfico de uma funcédo continua crescente f de
a até b, e sejam L, e R, as aproximagdes para A com »n subinter-
10 valos usando extremidades esquerdas e direitas, respectivamente.
5 \ (a) Como A, L, e R, estdo relacionados?
™~ (b) Mostre que
0 : ! (segindost) R,—L,= b " 2 [f(b) - f((l)]

18. O gréfico da velocidade de um carro em aceleracéo a partir do re- Entdo, desenhe um diagrama para ilustrar essa equacdo, mos-
pouso até uma velocidade de 120 km/h em um periodo de 30 se- trando que n retdngulos representando R, — L, podem ser reu-
gundos € mostrado. Estime a distincia percorrida durante esse pe- nidos num tnico retdngulo cuja drea € o lado direito da equagao.
riodo. (c) Deduza que

(km/h§ R, —A< b . LLf®) - fla)]
—

%0 26. SeAéadreasobacurvay = e*de 1 a3, use o Exercicio 25 para
encontrar um valor de n tal que R, — A < 0,0001.

40 SCA| 27. (a) Expresse a drea sob a curvay = x° de 0 até 2 como um limite.
(b) Use um sistema de computagdo algébrica para encontrar a

soma em sua expressao da parte (a).
0 10 20 30 1 (c) Calcule o limite da parte (a).
(segundos)

SCA| 28. Encontre a drea exata da regido sob o graficode y = e *de 0 até

. 5 . 2 usando um sistema de computagdo algébrica para calcular a
19-21 Use a Definigdo 2 para achar uma expressdo para a area sob o - .

. . ~ . soma e entdo o limite no Exemplo 3(a). Compare sua resposta
gréfico de f como um limite. Nao calcule o limite.

2y com a estimativa obtida no Exemplo 3(b).
19' fx) = 41 I<x<3 29. Encontre a drea exata sob a curva cosseno y = cos x de x = 0 até

x = b,onde 0 < b < 7r/2. (Use um sistema de computago al-

— 42 /
0. f)=x"+v1+2, 4<x<7 SCA gébrica para calcular a soma e o limite.) Em particular, qual € a
21. f(x) = /senx, O0<x< area, se b = 7/2?

30. (a) Seja A, a drea de um poligono com n lados iguais inscrito num

. L . Lo L circulo com raio r. Dividindo o poligono em # tridngulos con-
22-23 Determine uma regido cuja drea seja igual ao limite dado. «

5 . gruentes com angulo central de 27r/n, mostre que
Nao calcule o limite.

n 2 2 10 n . 27T
2 lim Y= <5 + ’) 23, lim > g A, = ;nrzsen<n
n

n—°,_1 n n—® ;_| 4n 4n

(b) Mostre que lim, . A, = #r?. [Dica: Use a Equacdo 3.3.2.]
24. (a) Utilize a Defini¢do 2 para encontrar uma expressao para a drea
sobacurvay = x*de 0 a 1 como um limite.
(b) A férmula a seguir para a soma dos cubos dos primeiros 7 in-
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