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O Problema da Tangente

*A palavra tangente vem do latim tangens, que significa
“tocando.” Assim, uma tangente a uma curva € uma reta que
toca a curva. Em outros termos, uma reta tangente deve ter a
mesma direcao que a curva no ponto de contato.

*Para um circulo, poderiamos simplesmente dizer que a tangente
€ uma reta que intercepta o circulo uma unica vez, conforme a
Figura 1(a).

Para as curvas mais complicadas essa definicao é
inadequada (Figura 1(b)).

Figura 1(a) Figura 1(b)



O Problema da Tangente
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Exemplo 1

*Encontre uma equacao da reta tangente a parabola y = x?
no ponto que P (1, 1).

YV A 3
) Para encontrar a equacao da reta

precisamos da inclinagao =>
necessario dois pares ordenados para
determinar!!!

oy |

Observe, porém, que podemos calcular uma aproximacao de m escolhendo um
ponto proximo Q (x, x?) sobre a parabola (reta azul) e calculando a inclinacdo
mpq da reta secante PQ. [Uma reta secante, do latim secans, significando corte,
é uma linha que corta (intersecta) uma curva mais de uma vez.]




Exemplo 1 — continuacao

As tabelas mostram os valores de m,,,
para varios valores de x proximos a 1.

X Mpp X Mpo
2 3 0 1
1,5 2.5 0,3 1,3
1,1 2,1 0,9 1.9
1,01 2,01 0,99 1,99
1,001 2,001 0,999 1,999

Quanto mais proximo Q estiver
de P, mais proximo x estara de
1 e, e a tabela indica que m;,

estara proximo de 2. Isso
sugere que a inclinacao da reta
tangente t deve ser m = 2.

lim Mpp =— M
Q—P

Iim

x—1

x? =1

x— 1

=2

Usando a forma ponto-inclinacao da equacao de uma reta para
escrever a equagao da tangente y —y; = m(x — xq)

y=2x—1




Exemplo 1 — continuacao

VA

0

0 X 0

Y

0

Q se aproxima de P pela direita

Q se aproxima de P pela esquerda

A medida que Q tende a P ao longo da parabola, as retas secantes
correspondentes giram em torno de P e tendem a reta tangente t.



Exemplo 2

O flash de uma camera opera armazenando carga em um capacitor e liberando-a
instantaneamente ao ser disparado. Os dados da tabela descrevem a carga Q
armazenada no capacitor (em microcoulombs) no instante t (medido em segundos
apos o flash ser disparado). Use os dados para esbocar o grafico e estimar a

inclinacao da reta tangente no ponto t=0,04

1o 2 (1C)

0,00 100,00 "
0,02 8187 | b

60 : S
0,04 67,03 40 \\
0,06 54,88 !

20
0,08 44,93 .
O 10 3 6 7 6 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

' ' t(s)




Exemplo 3

Suponha que uma bola é solta a partir do ponto de observacao no
alto da Torre CN, em Toronto, 450 m acima do solo. Encontre a
velocidade da bola ap6s 5 segundos.

Se a distancia percorrida apds t segundos for chamada s(t) e medida em metros, entao
temos
s(t) = 4,9t?

A dificuldade em encontrar a velocidade apds 5segundos estd em tratarmos de um

unico instante de tempo (t = 5), ou seja, nao temos um intervalo de tempo.

Porém, podemos aproximar a quantidade desejada calculando a velocidade média sobre
o breve intervalo de tempo de um décimo de segundo, a partirdet=5atét=5,1

mudanga de posigéio

velocidade média = ;
tempo decorrido

_ s(5,1) — s(5)
0.1

_ 2961 —496) _ 49 49 m/s
0.1 |



Exemplo 3 — continuacao

A tabela a seguir mostra os resultados de calculos similares da
velocidade média em periodos de tempo cada vez menores

Intervalo de tempo | Velocidade média (m/s)
S=r=6 539
J=¢r=31 49,49
== 35035 49,245
S=r= 3501 49,049
5 == 5001 49,0049




O Limite

Aplicacoes Fenomenologicas : Lei de Gay-Lussac

“Em condicdes de massa e pressao (baixa) constantes, a variacao do volume

com a temperatura em graus Celsius € linear ” Lei de Charles

Wiolume
&

Admitindo a validade dessa linearidade,
qguando o volume for igual a zero (V=0), a

temperatura correspondera a -273,16 °C

&) Eduardo J. Stafamall

=

Temperatura Como uma gas

pode desaparecer
em condi¢oes de
resfriamento???

Temperatura Prassao

wiww.stefanelli.eng.br




O Limite

Podemos resolver essa impossibilidade fisica — “quando o volume de um

gas tender a zero (V—0), a temperatura tendera a -273,16 °C (0—-273,16

°C)”.

Matematicamente:  1r 3

m.P.ctes

Nocao intuitiva de limite

im & =-27316°C

Sucessdes numéricas

Dizemos que:

a um limite

1,2,3,4,5, .. Os termos tornam-se cada vez | X > + o
maiores, sem atingir um limite
1 2 3 45 Os ndmeros aproximam-se
s e e s T T cada vez mais de 1, sem X = 1
234506 nunca atingir esse valor
1,0, -1, -2, -3, Os termos tornam-se cada vez | X = - ©
menores, sem atingir um limite
3.5_6 Os termos oscilam sem tender




Exemplo 4

Vamos analisar o comportamento da funcao f definida por

f (x) = x> —x + 2 para valores de x préoximos de 2.

I fix) X flx)
1,0 2,000000 3.0 &.000000
1.5 2, 750000 7.5 5, 750000
1.8 3,440000 2.2 4,640000
1,9 3, 710000 2.1 4.310000
1,95 3,852500 2.05 4,152500
1,99 3970100 201 4030100
1,995 3,985025 2,005 4015025
1,999 3,997001 2,001 4003001

fx)
tende a

y=x>—x+2

=Y

B, N

(Quando x tende a 2

lim (x2 —x +2) =4

x—2



O Limite - definicao

1| Definicdo Suponha que f{x) seja definido quando estd préximo ao nimero a. (Isso
significa que [ € definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivel-
mente no proprio a.) Entio escrevemos

lim f(x) = L

X—a

e dizemos “0 limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L”

se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo préximos de
L quanto quisermos ), tornando x suficientemente proximo de a (por ambos oz lados de

a), mas nio igual a a.

f(x) > L quando x—a

Observe na frase de definicao de limite que” x # a”. Isso significa que ao
procurar o limite de f (x) quando x tende a a, nunca consideramos x = a. Na
verdade, f (x) ndo precisa sequer estar definida quando x = a. A Unica coisa que
importa é como f esta definida préoximo de a.



Exemplo 5

Estime o valor de lim

Note que a funcao nao esta definida quando x =1.

R T

0,9
0,99
0,999
0,9999

x—1

x->1x%2 —1

0,666667

0,526316 1,1

0,502513 1,01

0,500250 1,001

0,500025 1,0001
im~—1 — s

=1 x? — ]

0,400000
0,476190
0,497512
0,499750
0,499975

=y



Exemplo 6

???? A quantidade 0/0 ndao pode ser
: x=—1 O associada, de forma absoluta, a nenhum
lim =

=1y —1 (0 ndmero. 0/0 é uma quantidade

indeterminada e é chamada de simbolo

de indeterminacao

0 oo 0 0 oo
EJEJ co —co,0%, o & 1%imbolos de indeterminacio

0 ??? Qualquer numero MENOR QUE 1 elevado a infinito da

zero, logo: 0°°=0.



Exemplo 6 - continuacao

Na verdade o limite existe !! No exemplo:

-

x*—1  (x+1{x-1)

lim = lim = limx+1=2
=1 v —1 x—=1 ¥ —1 x—=1

O limite existe — Mas nao significa que 0/0=2. 0/0 é uma
guantidade indeterminada, nao é igual a nada. O limite de
uma outra funcdo, dando o mesmo simbolo de
indeterminacao pode ser igual a outro valor.



Exemplo 7

a)
y x*+8 0
1IT] = —
x=—2x + 2 0
x*4+8 x+2)(x*—-2x+4 i
lim = lim ( it ) = lim (x*—2x+4) =12
x=—2x+2 x—=-2 x+ 2 x——12
b) 5
lirm 3x°+7 E Quando x—>c= 0s termos
x—oe Bx% + 5x + 2 o quadraticos divergem muito
3__][_.: + 7 31_.: 3 mais rapidamente que o0s
lim = lim = — i
frtariied Et.i![.' + Gy + 7 frtriel 3:5[.' g demais termos do

numerador e denominador



O Limite - importante

Iim 1= =1
C—Foo

lim g{x)* =17

—+0a

Lembretes

1. Relacao Binomial
(a+b)?= a2 + 2ab + b?

(a+b)3= (a+b)(a+b)2= (a+b)(a2 + 2ab + b2)=a3 + 3aZb + 3ab? + b3




Lembretes — continuacao

2.Produto Notavel para resolver algumas indeterminac¢oes envolvendo
raizes ou fatores do tipo "x"—a""

Para todo ne INT, n=22 temos:

o D)2 R ey

at -8t = (a-b)(a

)
Assim |
2,2
+ n==2, a -b  =(a-bylatbh).

¢$0=3, a -b = (a-b)(a’+ab+b’).

1

¢ n=4, gt -t = (a-B)(a +a’brabitb).

1

¢ 0=5 a-b> =(a-b)(a +a b+ratbirab +bTy.




Limites Laterais

*A funcao de Heaviside H, é definida por v
EO set <20 ?
H(t) = 5
|1 setr=0 S
0
*H (t) tende a 0 quando t tende a O pela

esquerda, e H (t) tende a 1 quando t tende a 0
pela direita. Indicamos essa situacao
simbolicamente escrevendo.

lim H(r) =0 e lim H(f) = 1

t—0~ r—0%t
O simbolo “t = 07" indica que estamos considerando somente valores
de t menores que 0.

Da mesma forma, “t = 0*” indica que estamos considerando somente
valores de t maiores que 0.



Limites Laterais

2 | Definicao Escrevemos

hm f{y) =

lim f(x) =1

e dizemos que o limite a esquerda de f(x) quando x tende a a [ou o limite d ¢f (x)
quando x tende a a pela esquerda] € igual a L se pudermos tornar os valores de f(x)
arbitrariamente proximos de L, para x suficientemente proximo de a e x menor que a.

De maneira semelhante, se exigirmos que x seja maior que a, obtemos “o limite
a direita de f (x) quando x tende a a e é igual a obtemos L” e escrevemos

lim f(x) =L
x—a™t
VA YA
'—\\/
f(x) L L f(x)
O X —> Cl’} ; O oa < X i




Limites Laterais

Comparando a Definicao 1 com as definicdes de limites laterais,

vemos ser verdadeiro o que segue.

3 lim f(x) =L  se e somente se lim f(y) =p e lim flx)=1L

I—Fd T—Fa ™ X —+Fd

Exemplo 8

O grafico de uma funcao g é apresentado.
Use-o para estabelecer os valores (caso
existam) dos seguintes limites:
T a) limy_,- g(x)
3T b) lim,_, X
/—O y:g(x) ) . X 2+g( )
c) lim g(x)

/ e @ i

=
>

X—5~

e) lim g(x)

x—57t

) lim g(x)

xX—5




Limites Infinitos

Vamos considerar o comportamento de f(x) = 1/, para

valores de x = 0. Vemos que

I |
lim — = — lim — = 4=
x—=0- X x—0t X
Increases
without
baund
I
T
I 1
T
Decreases
withiout
bow nd
X -1 —(1.1 —(.01 0001 | —0.000] (0| 00001 0.001 0.01 0.1
% -1 -10 — 1) =000 | —10,000 10,000 1000 [ (D [0
Left side " Right side




Limites Infinitos

4| Definicdo  Seja f uma fungiio definida em ambos os lados de a, exceto possivel-
mente no proprio a. Entio

lim f(x) = o

x—*d

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tfio gran-
des quanto quisermos) tornando x suficientemente préximo de a, mas nédo 1gual aa.

Ouseja,se lim f(x)= 4= and lim f(x) = 4= e”téoxli_% fix) = 4=
X —* i Tr—=at

VA

A :

U/ a It
XxX=d




Limites Infinitos

5 | Definicao Sejaf definida em ambos os lados de a. exceto possivelmente no pré-
prio a. Entio

lim f(x) = —e=

I—+d

significa que os valores de f{x) podem ser arbitrariamente grandes, porém negativos,
ao tornarmos x suficientemente proximo de a, mas ndo igual a a.

Ouseja, se lim fix)=—= and lim fix) = —= entdo lm fix)=—=
Ir—a T—= X—d
YA
x=a
0 a ;
y=f(x)

lim f(x)=—o

X—a



Limites Infinitos

YA

/.

7N

(a) lim f(x)=c0

xX=a

Q
-

VA

™

(d) lim_f(x)=—c0

xX=7a



Limites Infinitos

G | Definicio A retax = a é chamada assintota vertical da curva y = f{x) se pelo
menos uma das seguintes condigbes estiver satisfeita:

lim f(x) = lim f(x) = o lim_f(x) = o

I—d T—+d— =g

lim f(x) = —oo lim f(x) = —oo lim f(x) = —oo

I—*d X—Fa— A=

Exem p|0 O Encontre as assintotas verticais de f (x) = tan x.

sin x . :
tan x = lim tgx === & lim tgx = —=>,
COS X x—s (2~ x— (w2t
VA
X ==
2
1t . N )
; » x=(2n+1)= ninteiro 990 todas assintotas
—%” W =g . F A % ! 2 verticais de f(x) = tan x




Calculos Usando Proriedades dos Limites

Propriedades dos Limites Supondo que ¢ seja uma constante e os limites
lim f(x) o lim glx)
existam, entio

1 lim [£6) + g(9] = lim f(3) + lim g(x)

X—Fd

2 lim [/() — g(9] = lim £ (x) — lim g(x)

X—Fd

3 lim [ef (x)] = ¢ lim f(x)

X—Fd

4 lim [£()g()] = lim /() - lim g(x)

X—Fd

f®) llm fix)
P T limg®

se ]lm glx) =0




Calculos Usando Proriedades dos Limites

6. lim [ f(x)]" = [lim f{x}]“ onde n € um inteiro positivo
XI—*d X —+T
7. lime=c¢ 8 limxy =a

9. im x" =a" onde n € um inteiro positivo

I—*a

0. im&x =3a  onde n é um inteiro positivo

X—Fd

(Se n for par, supomos que a = (.)

1. lim /f(x) = Jlim f(x) onde n € um inteiro positivo

[Sf: n for par, supomos que lim f(x) = D.l




Exemplo 10

Use as Propriedades dos Limites e os graficos de f e g na figura
abaixo para calcular os seguintes limites, se eles existirem

T @) lim [£() + 5q(v)]
LN ] o lim o]
= fi
A /\_’ > (¢) lim IAC),
74 0 1 X —2 g(x)
g [
\\.




Exemplo 11

Usando as propriedades dos limites encontre:

lim (x* — 4x + 3).

a) r—5
o 5x¥ 44
b) lim .
r—2 x—3
' 2—x I 2—-x li 2o
R ) i (1 —4)x +2) s A +2)
(t24+9 -3

d) lim,_,q "

e) . x*—6x+9 _ 2x + 8 . xt—=3x-10
lim - lim — lim —
=3 x—3 r—=+—-4x-4+x—12 x—+5x=— 10x + 25




A Definicao Precisa de um Limite

2 | Definicao Sejafuma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha o
nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entao dizemos que o limite de f(x)
quando x tende a a é L. e escrevemos

lim f(x) =L

X—a

se para todo niumero £ > ) houver um numero & > 0 tal que

se O0<|x—a|<é&  entio | f(x) = L| <e.

Umavezque | x—a [ éadistinciadexaae | f(x)—L | é adistancia de
f(x)al, ecomo e pode ser arbitrariamente pequeno, a definicao de limite
pode ser expressa em palavras da seguinte forma:

lim, , ,f (x) =L significa que a distancia entre f ( x) e L fica arbitrariamente
pequena tomando-se a distancia de x a a suficientemente pequena (mas nao
igual a 0).

Alternativamente, lim,_, , f ( x) = L significa que os valores de f (x) podem ser
tornados tao proximos de L quanto desejarmos, tornando-se x
suficientemente proximo de a (mas nao igual a a).



Continuidade

O limite de uma fun¢ao quando x ao tende a a pode muitas vezes ser encontrado
simplesmente calculando o valor da funcao em a. Funcdes com essa propriedade
sao chamadas de continuas em a.

1| Definicao Uma funcao f € continua em um nimero a se

lim f(x) = f(a).

X—*d

Observe que a Definicao 1 implicitamente requer trés coisas para a
continuidade de fem a:

1. f (a) esta definida (isto é, a estd no dominio de f)
2. im f(x) existe

X—d

.3 lim f(x) = f(a)

X—d
A definicdo diz que f é continua em a se f (x) tende a f (a) quando x tende a a.
Assim, uma funcdo continua f tem a propriedade que uma pequena mudanca

em x produz somente uma pequena alteracdao em f (x).



Exemplo 12

A Figura mostra o grafico da funcao f. Em quais numeros f é descontinua? Por
qué?
Em a =1 pois f (1) nao esta definida.
A Em a = 3. Aqui, f (3) esta definida,
@ mas lim, .5 f (x) ndo existe (pois os limites
esquerdo e direito sao diferentes). Logo f é

— w descontinua em 3.
Em a=5. Aqui, f (5) esta definida e lim,_,. f (x)
existe (pois o limite esquerdo e o direito sao

O 12N 4 s ¥ isuais) porém im f(x) £ £(5)




Continuidade

Definicao  Uma funcéio f € continua a direita em um nimero a se

lim_ f(x) = f(a)

e [ € continua a esquerda em a se

lim f(9) = f(a).

4| Teorema Sefe g forem continuasem a e se ¢ for uma constante, entao as seguin-
tes fungoes também sdo continuas em a:
1.f+g 2. f—g 3 cf
f
4. fg 5. — segla) # 0
g




Continuidade

h | Teorema

(a) Qualquer polinémio € continuo em toda a parte; ou seja, € continuo em
R = (—o0, o),

(b) Qualquer funcao racional é continua sempre que estiver definida; ou seja, € conti-
nua em seu dominio.

7| Teorema Os seguintes tipos de fungoes sao continuas para todo o nimero de
seus dominios:

polindmios fungdes racionais fungoes raizes
fungdes trigonométricas fungdes trigonométricas inversas

fungdes exponenciais fungoes logaritmicas




Exemplo 13

a) Mostre que a fun¢do f(x) =1 — V1 — x? é continua no intervalo [-1,1].

x3+2x%-1
5—-3x

b) Encontre lim,._,_,

o Inx+tg~1x |, ,
c) Onde afuncdo f(x) = n’icz_‘ql ~ & continua?




